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á‡‰‡˜‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÔÎ‡ÈÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÙÓÏÛÎËÓ-
‚‡Ì‡ Í‡Í ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÌÓ„ÓÚÓ˜Â˜Ì‡fl Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡. ÖÂ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Â¯ÂÌËfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ, ÍÓÚÓ‡fl ‰Îfl ÌÂ‡‚-
ÌÓÓÚÒÚÓfl˘Ëı ‰‡ÌÌ˚ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÎÓıÓ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ‡. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÏÓÊÌÓ
‡Ò˘ÂÔËÚ¸ Ì‡ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂÏ, Â¯ÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı
ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË-
‚‡ÌËÂ. ÅË·Î. 19. îË„. 3. 

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡:

 

 àÁÓ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂÔÓÎflˆËfl, ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÌÓ„ÓÚÓ˜Â˜Ì‡fl
Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡, ÏÂÚÓ‰ ÒÂÚÓÍ, ‰ËÒÍÂÚÌ˚È „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ, ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË‚‡ÌËÂ ÔÓ-
„ÓÌÍË. 

 

1)

 

Ç‚Â‰ÂÌËÂ 

 

á‡‰‡˜‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÔÓ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï ÒÎÓÊÌ˚ı ÍË‚˚ı Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ Ëı
ÙÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 

 

Á‡‰‡˜ÂÈ ËÁÓ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÔÓÎflˆËË

 

 (ÒÏ. [1]). Ç‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚ [2] „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÒÔÎ‡ÈÌ˚ Ò Ì‡ÚflÊÂÌËÂÏ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‰Ó ÒËı ÔÓ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÔÓÔÛÎflÌ˚Ï ‡ÔÔ‡‡ÚÓÏ Â¯ÂÌËfl
˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ÒÏ. [3]–[8]). í‡ÍËÂ ÒÔÎ‡ÈÌ˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ÏË ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÔËÎÓÊÂÌËÈ Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚‡ÏË „Î‡‰ÍÓÒÚË Ë ‚ ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ‡Î„ÓËÚÏ‡ÏË ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚˚·Ó‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1], [9], [10]) ıÓÓ¯Ó ‡‰‡ÔÚËÛ˛Ú ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÔÎ‡ÈÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‰‡ÌÌ˚Ï.
ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, Á‡‰‡˜‡ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ ËÁ-Á‡ Ó¯Ë·ÓÍ ÓÍÛ„ÎÂÌËfl
(ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl) Ë ÔÓ·ÎÂÏ ÔÂÂÔÓÎÌÂÌËfl (ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ÚÛ‰ÌÓÈ. 

Ç [1], [11]–[15] ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚ı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È
Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË Ú‡ÍËı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ Í‡Í Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÏÌÓ„ÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜
(Ñåäá) Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËÂÈ. Ç [11]–[13] ËÒıÓ‰ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Á‡ÏÂÌflÎÓÒ¸ ÒËÒÚÂÏÓÈ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ ‚ [1], [14], [15]
Ñåäá ‰ËÒÍÂÚËÁËÓ‚‡Î‡Ò¸ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÒÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÔÓ‰ıÓ‰ÓÏ ‚ [8] Ì‡¯
ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, ÌÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ-
ÒÚË Â¯ÂÌËfl ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÍÓÚÓ‡fl ‰Îfl ÌÂ‡‚ÌÓÓÚÒÚÓfl˘Ëı ‰‡ÌÌ˚ı ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÎÓıÓ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ‡ (ÒÏ. [16]). Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
‡Ò˘ÂÔÎÂÌ‡ Ì‡ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂÏ, Â¯ÂÌËÂ
ÍÓÚÓ˚ı Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË‚‡ÌËÂ. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÒÎÛ˜‡Ë ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ Ë Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌÂÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ
ÔÂ‚ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı „Î‡‰ÍÓÒÚË ‰Îfl Ñåäá. èË‚Â‰ÂÌ˚ ˜ËÒÎÓ‚˚Â ÔËÏÂ˚. 

 

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë 

 

èÛÒÚ¸ ËÏÂ˛ÚÒfl ‰‡ÌÌ˚Â 

(1)

„‰Â 

 

a

 

 = 

 

x

 

0

 

 < 

 

x

 

1

 

 < … < 

 

x

 

N

 

 + 1

 

 = 

 

b

 

. èÓÎÓÊËÏ 

 

1)

 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 06-01-00030).

xi f i,( ), i 0 1 … N 1,+, , ,=

f xi xi 1+,[ ] f i 1+ f i–( )/hi, hi xi 1+ xi, i– 0 1 … N ., , ,= = =

 

ìÑä 519.652.3



 

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 48      ‹ 4      2008

 

é ÔÓÒÚÓÂÌËË ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚ı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚

 

35

 

Ñ‡ÌÌ˚Â (1) ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÏË, ÂÒÎË 

Ë ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË, ÂÒÎË 

á‡‰‡˜‡ ËÁÓ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÔÓÎflˆËË ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÔÓÒÚÓÂÌËË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË

 

S

 

 Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ 

 

S

 

(

 

x
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) = 

 

f

 

i
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i

 

 = 0, 1, …, 

 

N

 

 + 1, Ë 

 

S

 

 ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡/‚˚ÔÛÍÎ‡ Ì‡ Û˜‡ÒÚÍ‡ı ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË/‚˚ÔÛÍ-
ÎÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. 

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ËÁÓ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÔÓÎflˆËË ÌÂÂ‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÅÛ‰ÂÏ ËÒ-
Í‡Ú¸ Â„Ó ‚ ‚Ë‰Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÔÎ‡ÈÌ‡ Ò Ì‡ÚflÊÂÌËÂÏ. 

 

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1.

 

 

 

àÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÒÔÎ‡ÈÌÓÏ

 

 

 

S

 

 ÒÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl {

 

p

 

i

 

 

 

≥

 

 

 

0

 

|

 

i

 

 = 0, 1, …, 

 

N

 

} Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Â¯ÂÌËÂ (Ñåäá) 

(2)

(3)

Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË ËÌÚÂÔÓÎflˆËË

(4)

Ë Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË 

(5)

ä‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (5) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ËÁÎÓÊÂÌËfl. åÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚
Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ë ‰Û„Ëı ÚËÔÓ‚ (ÒÏ. [1]). 

ÖÒÎË ‚ (2) ÔÓÎÓÊËÚ¸ 

 

p

 

i

 

 = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı 

 

i

 

, ÚÓ Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (2)–(5) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÛ·Ë˜ÂÒÍËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ
ÍÎ‡ÒÒ‡ 

 

C

 

2

 

, ÍÓÚÓ˚È ‰‡ÂÚ „Î‡‰ÍÛ˛ ÍË‚Û˛, ÌÓ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË/‚˚ÔÛÍ-
ÎÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. èË 

 

p

 

i

 

  

 

∞

 

 ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÎÓÏ‡ÌÛ˛, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡
ÙÓÏ˚ ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ. Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ı (ÒÏ. [1], [9], [10])
‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚˚·Ó‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÙÓÏ˚ 

 

p

 

i

 

 ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÍË‚‡fl ·˚Î‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ·ÎËÊÂ Í ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ÒÔÎ‡ÈÌÛ Ë Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ì‡ÒÎÂ‰Ó-
‚‡Î‡ ·˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË/‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. 

 

2. äÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl 

 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆË˛ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ñåäá. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ÔÓ‰ÓÚ-
ÂÁÍÂ [
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. ÅÛ‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ÒÂÚÓ˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ 
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ä‚‡ÒÓ‚

ÄÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÛÒÎÓ‚ËÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË (3) ‰‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl 

(7)

ìÒÎÓ‚Ëfl (4) Ë (5) ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl Í ‚Ë‰Û 

(8)

Ë 

(9)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7) Ë Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (9) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ “ÎË¯ÌËÂ'' ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ui, –1,
, i = 0, 1, …, N. ÑËÒÍÂÚÌÓÂ ÒÂÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÚÂÔÂ¸ ·Û‰ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

(10)

CÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (6)–(9) ·Û‰ÛÚ ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ ÌËÊÂ. é·-
ÒÛÊ‰ÂÌËÂ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı ‡ÒÔÂÍÚÓ‚ ÔflÏÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ
‚ [1]. ç‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ÂÂ Â¯ÂÌËfl (10) ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ.
éˆÂÌÍË ˜ËÒÎ‡ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚ (6)–(9) ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ [1], [16]. 

3. ê‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl 

ÑÎfl ËÁÛ˜ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (6)–(9) ‚‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ 

(11)

íÓ„‰‡ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [xi, xi + 1] ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (6) ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰ 

(12)

mi Ë mi + 1 – Á‡‰‡ÌÌ˚Â ˜ËÒÎ‡. ëËÒÚÂÏ‡ (12) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡-
ÔËÒ‡ÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: 

„‰Â 

(13)

è‡‡ÏÂÚ˚ ki fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ 

Ú.Â. 

ui 1– ni 1–, ui0,=

ui 1– ni 1– 1+, ui 1– ni 1– 1–,–

2τi 1–
------------------------------------------------------

ui 1, ui 1–,–
2τi

------------------------, i 1 2 … N ,, , ,= =

Λi 1– ui 1– ni 1–, Λiui 0, .=

ui 0, f i, i 0 1 … N , uN nN,, , , f N 1+= = =

Λ0u0 0, f 0'', ΛNuN nN, f N 1+'' .= =

ui ni 1+,

uij j = 0 1 … ni i = 0 1 … N, , , , , , , ,{ }.

mij Λiuij, j 0 1 … ni, i, , , 0 1 … N ., , ,= = =

mi0 mi,=

mi j 1–, 2mij– mi j 1+,+

τi
2

----------------------------------------------------
pi

hi

---- 
 

2

mij– 0, j 1 2 … ni 1,–, , ,= =

mi ni, mi 1+ ,=

mij Mi xij( ), j 0 1 … ni,, , ,= =

Mi x( ) mi

ki 1 t–( )[ ]sh
kish

------------------------------ mi 1+

kit( )sh
kish

-----------------, t+
x xi–

hi

------------.= =

2ni

ki

2ni

-------sh pi, pi 0,≥=

ki 2ni

pi

2ni

-------
pi

2ni

------- 
 

2

1++ 
 ln 0, i≥ 0 1 … N ., , ,= =
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Ç ÒËÎÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (11) Ë Ò Û˜ÂÚÓÏ ÛÒÎÓ‚ËÈ ËÌÚÂÔÓÎflˆËË (8) ËÏÂÂÏ 

(14)

mij, j = 0, 1, …, ni, ÒËÒÚÂÏ‡ (14) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚
‚Ë‰Â 

„‰Â 

(15)

Ë 

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÓÏÛÎ˚ (13) Ë (15) Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

(16)

óÚÓ·˚ Â¯ËÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ (12) Ë (14), ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÎË¯¸ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl mi, i = 0, 1, …, N + 1,
Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË (7) Ë Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (9). ëÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌËflÏ (14)
Ë (15), ÛÒÎÓ‚Ëfl (7) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â 

(17)

„‰Â 

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌËflÏ (11), (12) Ë (15), ÔÂ‚ÓÂ Ë ÚÂÚ¸Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ (17) ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÔÓÎ-
Ìfl˛ÚÒfl. Ç ÒËÎÛ ÙÓÏÛÎ˚ (15) Ë Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (9), ‚ÚÓÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı (17) ‰‡ÂÚ
Ì‡Ï ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Ò ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ‰Îfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ mi: 

(18)

„‰Â

ui0 f i,=

ui j 1–, 2uij– ui j 1+,+

τi
2

------------------------------------------------ mij, j 0 1 … ni,, , ,= =

ui ni, f i 1+ .=

uij Ui xij( ), j 1– 0 … ni 1,+, , ,= =

Ui x( ) f i 1 t–( ) f i 1+ t ϕi 1 t–( )hi
2
mi ϕi t( )hi

2
mi 1++ + +=

ϕi t( )
kit( )sh t kish–

pi
2

kish
-----------------------------------.=

Mi x( ) ΛiUi x( ) Λiϕi 1 t–( )hi
2
mi Λiϕi t( )hi

2
mi 1+ .+= =

Ui 1– xi( ) Ui xi( ),=

Ui 1– xi τi 1–+( ) Ui 1– xi τi 1––( )–
2τi 1–

------------------------------------------------------------------------------
Ui xi τi+( ) Ui xi τi–( )–

2τi

--------------------------------------------------------,=

Λi 1– Ui 1– xi( ) ΛiUi xi( ),=

Λ jU j x( )
U j x τ j+( ) 2U j x( )– U j x τ j–( )+

τ j
2

-------------------------------------------------------------------------------, x x j x j 1+,[ ].∈=

m0 f 0'',=

αi 1– hi 1– mi 1– βi 1– hi 1– βihi+( )mi αihimi 1++ + di, i 1 2 … N ,, , ,= =

mN 1+ f N 1+''=

di

f i 1+ f i–
hi

---------------------
f i f i 1––

hi 1–
--------------------,–=

αi

ϕi 1/ni( ) ϕi 1/ni–( )–
2
ni

----
------------------------------------------------–

ni

ki

ni

----sh kish–

pi
2

ki( )sh
-------------------------------,–= =
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àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ‚˚‡ÊÂÌËflı ‚ ÒÚÂÔÂÌ-
Ì˚Â fl‰˚, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÒÚÂÏ‡ (18) ËÏÂÂÚ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂ Ë ‚ ÒËÎÛ ˝ÚÓ„Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ. íÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ (6)–(9) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯Â-
ÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ‚Ë‰Â Ui(xij), j = –1, 0, …, ni + 1, i = 0, 1, …, N, ÚÓ„‰‡ Í‡Í
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â mi Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ (18). 

èÓÎÓÊËÏ 

(19)

Ç ÒËÎÛ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚÓÂÌËfl ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ U ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÒÔÎ‡ÈÌÓÏ Ò
Ì‡ÚflÊÂÌËÂÏ, ËÌÚÂÔÓÎËÛ˛˘ËÏ ‰‡ÌÌ˚Â (1). 

4. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ (18) ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ  Ë .
óÚÓ·˚ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ Ëı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ, ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË‚‡ÌËfl ÔÓ-
„ÓÌÍË (ÒÏ. [17]). 

àÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (14) ÔË j = 0 Ë j = ni ËÏÂÂÏ 

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÚÓÓÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (17) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

ËÎË 

(20)

ËÎË, ÔÓ ÒÓ„Î‡¯ÂÌË˛ (19), ‚ ‚Ë‰Â 

ÑÎfl ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ‚ (20) ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ui, 1 Ë  ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÔËÂ-
ÏÓÏ. 

èÛÒÚ¸ αij Ë βij, j = 0, 1, …, ni – Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (12) Ò Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË mi0 = 1,  = 0 Ë

mi0 = 0,  = 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÓ„‰‡ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (12) ÏÓÊÌÓ ‚˚ÔËÒ‡Ú¸ ‚
‚Ë‰Â 

(21)

βi

ϕi 1 1/ni+( ) ϕi 1 1/ni–( )–
2
ni

----
---------------------------------------------------------------

ni ki

ki

ni

----shch kish–

pi
2

ki( )sh
------------------------------------------.= =

βi 2αi 0, i>≥ 0 1 … N , ni∀ 1, pi 0.≥>, , ,=

U x( ) := Ui x( ), x xi xi 1+,[ ], i∈ 0 1 … N ., , ,=

·( )sh ·( )ch

ui 1–, 2 f i ui 1,– τi
2
mi,+=

ui ni 1+, 2 f i 1+ ui ni 1–,– τi
2
mi 1+ ,+=

ui 1, ui 1–,–
2τi

------------------------
ui 1, f i–

τi

------------------
τi

2
---mi,–=

ui ni 1+, ui ni 1–,–

2τi

-----------------------------------
f i 1+ ui ni 1–,–

τi

-------------------------------
τi

2
---mi 1+ .+=

τi 1– τi+
2

-------------------mi

ui 1, f i–
τi

------------------
f i ui 1– ni 1– 1–,–

τi 1–
----------------------------------,–=

mi 2U xi τi 1–– xi xi τi+, ,[ ].=

ui 1– ni 1– 1–,

mi ni,

mi ni,

mij miαij mi 1+ βij, j+ 0 1 … ni., , ,= =



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 48      ‹ 4      2008

é ÔÓÒÚÓÂÌËË ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚ı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ 39

èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ γij Ë δij – Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (14) Ò ÌÛÎÂ‚˚ÏË Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ui0 =  = 0 Ë
Ô‡‚˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË αij Ë βij ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ εij – Â¯ÂÌËÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (14) Ò Í‡Â‚˚ÏË
ÛÒÎÓ‚ËflÏË εi0 = fi Ë  = fi + 1. í‡Í Í‡Í 

„‰Â tij = (xij – xi)/hi, ÚÓ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (14) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(22)

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ̋ ÚÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ui, 1 Ë  ‚ (20), Ì‡ıÓ‰ËÏ Ò Û˜ÂÚÓÏ Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ-
‚ËÈ (9) ÒËÒÚÂÏÛ

(23)

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ (18) ÎË¯¸ ÙÓÏÓÈ Á‡ÔËÒË. 
ü‚Ì˚È ‚Ë‰ ‚ÂÎË˜ËÌ αij , βij, γij Ë δij ÎÂ„ÍÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ ÙÓÏÛÎ (13) Ë (15). í‡Í Í‡Í,

ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (15), 

ÚÓ ‰Îfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ (23) Ì‡ıÓ‰ËÏ 

(24)

îÛÌÍˆËfl ϕi Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚ËflÏ 

ÓÚÍÛ‰‡, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÎÂ‰Û˛Ú ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 

ë Û˜ÂÚÓÏ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ, ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (24) ËÏÂÂÏ 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒËÒÚÂÏ‡ (23) ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ (18) ÎË¯¸ ÙÓÏÓÈ Á‡ÔËÒË. ä‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ,
˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂ. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ (18), ÒËÒÚÂÏ‡ (23) ÌÂ ÚÂ-

ui ni,

εi ni,

εij f i 1 tij–( ) f i 1+ tij, j+ 0 1 … ni,, , ,= =

uij f i 1 tij–( ) f i 1+ tij miγ ij mi 1+ δij, j+ + + 0 1 … ni., , ,= =

ui 1– ni 1– 1–,

m0 f 0'',=

–
γ i 1– ni 1– 1–,

τi 1–
------------------------mi 1–

τi 1– τi+
2

-------------------
δi 1– ni 1– 1–,

τi 1–
------------------------–

γ i 1,

τi

-------– 
  mi

δi1

τi

------mi 1+–+  = 
f i 1+ f i–

hi

---------------------
f i f i 1––

hi 1–
--------------------, i–  = 1 2 … N ,, , ,

mN 1+ f N 1+'' .=

uij f i 1 tij–( ) f i 1+ tij ϕi 1 tij–( )hi
2
mi ϕi tij( )hi

2
mi 1+ ,+ + +=

–
δi1

τi

------ 1
τi

---ϕi ti1( )hi
2

– nihiϕi
1
ni

---- 
  ,–= =

τi

2
---

γ i1

τi

------–
τi

2
---

1
τi

---ϕi 1 ti1–( )hi
2

– hi
1

2ni

------- niϕi 1 1
ni

----– 
 – .= =

ϕi 0( ) ϕi 1( ) Λiϕi 0( ) 0, Λiϕi 1( ) hi
2–
,= = = =

ϕi
1
ni

----– 
  ϕi

1
ni

---- 
 + 0,=

ϕi 1 1
ni

----– 
  ϕi 1 1

ni

----+ 
 +

1

ni
2

-----.=

δi1

τi

------– hi

ϕi 1/ni( ) ϕi 1/ni–( )–
2/ni

------------------------------------------------– αihi,= =

τi

2
---

γ i1

τi

------– hi

ϕi 1 1/ni+( ) ϕi 1 1/ni–( )–
2/ni

--------------------------------------------------------------- βihi.= =

γ i 1– ni 1– 1–,

τi 1–
------------------------– αi 1– hi 1– ,

τi 1–

2
---------

δi 1– ni 1– 1–,

τi 1–
------------------------– βi 1– hi 1– .= =
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·ÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ Â¯ÂÌ‡ ÏÂÚÓ-
‰ÓÏ Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÔÓ„ÓÌÍË. 

5. ÄÎ„ÓËÚÏ 

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ËÁ [1], ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ì‡ ÔflÏÓÏ Â¯ÂÌËË ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (6)–(9), ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚È ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‰‚Ûı ÔÛÌÍÚ‡ı ÏÂÚÓ‰ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ‡Ò˘ÂÔ-
ÎÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚, Â¯ÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ÚÂ·Û-
ÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ë Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰Â¯Â‚ÓÂ Ë ÔÓÒÚÓÂ ÔÓÎÛ˜Â-
ÌËÂ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl (10). 

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ¯‡„Ë ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓ„Ó ‚ ‡Á‰. 3, 4 ‡Î„ÓËÚÏ‡. 

ò‡„ 1. êÂ¯ËÚ¸ 2(N + 1) ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ (12) Ò Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË mi, 0 = 1,  = 0

Ë mi, 0 = 0,  = 1 ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ αij Ë βij, j = 0, 1, …, ni, i = 0, 1, …, N.

ò‡„ 2. êÂ¯ËÚ¸ 2(N + 1) ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ (14) Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
ui, 0 =  = 0 Ë Ô‡‚˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË αij Ë βij ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ γij Ë δij, j = 0,
1, …, ni, i = 0, 1, …, N. 

ò‡„ 3. èË ÔÓÏÓ˘Ë ÒËÒÚÂÏ˚ (23) ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚ˚ mi, i = 0, 1, …, N + 1.

ò‡„ 4. èÓ ÙÓÏÛÎÂ (22) Ì‡ÈÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl uij, j = 0, 1, …, ni, i = 0, 1, …, N. 

Ç ˝ÚÓÏ ‡Î„ÓËÚÏÂ Â¯ÂÌËÂ Î˛·ÓÈ ËÁ ÒËÒÚÂÏ (12) Ë (14) ÚÂ·ÛÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl 8q ‡ËÙÏÂÚË˜Â-
ÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ (ÒÏ. [18]), „‰Â q – ˜ËÒÎÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı. ùÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Â¯Â‚ÎÂ, ˜ÂÏ ÔflÏ˚Â ‚˚-
˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (15). 

ò‡„Ë 1 Ë 2 ‚ ˝ÚÓÏ ‡Î„ÓËÚÏÂ ÏÓÊÌÓ Ó·˙Â‰ËÌËÚ¸. ÇÏÂÒÚÓ 2(N + 1) ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ
(12) Ë (14) ‡ÒÒÏÓÚËÏ N + 1 ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ 

(25)

ÇÌ‡˜‡ÎÂ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Â¯ÂÌËfl ˝ÚËı ÒËÒÚÂÏ γij Ë δij Ò Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ui, 0 =  = 0 Ë, ÒÓÓÚ-

‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Λiui, 0 = 1,  = 0 Ë Λiui, 0 = 0,  = 1, Ú.Â. Â¯‡˛ÚÒfl 2(N + 1) ÔflÚË‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı
ÒËÒÚÂÏ ‚Ë‰‡ (25). Ñ‡ÎÂÂ ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl uij, j = 0, 1, …, ni, i = 0, 1, …, N, ‚˚ÔÓÎ-
Ìfl˛ÚÒfl ¯‡„Ë 3 Ë 4 ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡. 

Ñ‡ÌÌ˚Â ‡Î„ÓËÚÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ̋ ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎÂÌ˚ Ë Â‡ÎËÁÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÔÓˆÂÒ-
ÒÓÌ˚ı ùÇå. 

6. é‰ÌÓÒÚÓÓÌÌflfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÔÂ‚ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ 

ÇÏÂÒÚÓ ‚ÚÓÓ„Ó ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË (17) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡-
ˆËÈ ÔÂ‚ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÔÎ‡ÈÌ‡ 

(26)

éÚÒ˛‰‡, ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙÓÏÛÎÓÈ (15), Ò Û˜ÂÚÓÏ Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (9) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ

(27)

mi ni,

mi ni,

ui ni,

ui 0, f i, Λiui 0, mi,= =

Λi
2
ui j,

pi

hi

---- 
 

2

Λiui j,– 0, j 1 2 … ni 1, i–, , , 0 1 … N ., , ,= = =

ui ni, f i 1+ , Λiui ni, mi 1+ ,= =

ui ni,

Λiui ni, Λiui ni,

1
2τi 1–
------------ Ui 1– xi 2τi 1––( ) 4Ui 1– xi τi 1––( )– 3Ui 1– xi( )+[ ]  =

=  
1

2τi

------- –3Ui xi( ) 4Ui xi τi+( ) Ui xi 2τi+( )–+[ ].
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αi 1– hi 1– mi 1– βi 1– hi 1– βihi+( )mi αihimi 1++ di, i 1 2 … N ,, , ,= = =
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„‰Â

ê‡ÁÎ‡„‡fl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ‚ ‚˚‡ÊÂÌËflı ‰Îfl αi Ë βi ‚ ÒÚÂÔÂÌÌ˚Â fl‰˚, Ì‡ıÓ‰ËÏ 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÒÚÂÏ‡ (27) ËÏÂÂÚ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂ Ë ‚ ÒËÎÛ ˝ÚÓ„Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÔÎ‡ÈÌ‡ Ò ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË (26). 

èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ‡Ì‡ÎÓ„ ÒËÒÚÂÏ˚ (23). ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (26) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â 

ËÎË, ÔÓËÁ‚Â‰fl „ÛÔÔËÓ‚ÍÛ, 

éÚÒ˛‰‡ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (21) Ë (22) Ò Û˜ÂÚÓÏ Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (9) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(28)

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙÓÏÛÎ‡ÏË (15) Ë (16), ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Û·ÂÊ‰‡ÂÏÒfl, ˜ÚÓ 

Ú.Â. ÒËÒÚÂÏ‡ (28) ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ (27) ÎË¯¸ ÙÓÏÓÈ Á‡ÔËÒË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒËÒÚÂÏ‡ (28) ËÏÂÂÚ ‰Ë‡-
„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂ Ë ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌÓ ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÈ
ÔÓ„ÓÌÍË. ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔflÚ¸ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ. êÂ‡-
ÎËÁ‡ˆËfl ÓÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚ ‡Á‰. 5 ‡Î„ÓËÚÏ‡ Á‰ÂÒ¸ ·Û‰ÂÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ¯‡„Â 3, „‰Â ‚ÏÂÒÚÓ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ (23) ·Û‰ÂÚ Â¯‡Ú¸Òfl ÒËÒÚÂÏ‡ (28). 
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ä‚‡ÒÓ‚

7. óËÒÎÓ‚˚Â ÔËÏÂ˚ 

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ì‡ fl‰Â Ó·˘ÂÛÔÓÚÂ·ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔËÏÂÓ‚ ·Û‰ÛÚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ì˚ ËÁÓ„ÂÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ Ò Ì‡ÚflÊÂÌËÂÏ. á‡ÏÂÚËÏ ÔÂÊ‰Â,
˜ÚÓ Ì‡¯ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ Ui, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ÙÓÏÛÎÓÈ (15), Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡-
ÏË ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÙÓÏ˚ ‰‡ÌÌ˚ı, ÔËÒÛ˘ËÏË ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÏÛ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÒÔÎ‡ÈÌÛ (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, [10]), ‡ ËÏÂÌÌÓ: ÙÛÌÍˆËfl Ui fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ (‚Ó„ÌÛÚÓÈ) Ì‡ [xi, xi + 1] ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
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ÍÓ„‰‡ mi + j ≤ 0 (≥0), j = 0, 1, Ë Ui ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ Ì‡ [xi, xi + 1] ÌÂ ·ÓÎÂÂ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÂÂ„Ë·‡. ëÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÒÓı‡ÌËÚ¸ ÙÓÏÛ ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Ú¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
Λiui, 0 Ë  Ë Û‚ÂÎË˜ËÚ¸ ÔË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl. á‡ÂÍÓÏÂÌ‰Ó-
‚‡‚¯ËÂ ÒÂ·fl ÒÚ‡ÚÂ„ËË ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚˚·Ó‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl ‰Îfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1], [9], [10]) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÛÒÔÂ¯ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ Ë ‚ Ì‡¯ÂÏ
‰ËÒÍÂÚÌÓÏ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ. 

Ç ÔÂ‚ÓÏ ÔËÏÂÂ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡ÎËÒ¸ ‡‰ËÓıËÏË˜ÂÒÍËÂ ‰‡ÌÌ˚Â, ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ. ùÚË ‰‡Ì-
Ì˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÌÓÓÚÒÚÓfl˘ËÏË. åÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË Á‡‰‡ÌËfl ‰‡ÌÌ˚ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‡‚ÌÓÏÂ-
Ì‡fl ÒÂÚÍ‡ Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ˜ËÒÎÓÏ ÛÁÎÓ‚, ‡ ËÏÂÌÌÓ (30). ä‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸ ‚ ‚Ë‰Â m0 =
Λ0u0, 0 = 0, mN + 1 =  = 0. ùÙÙÂÍÚ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl ÔÓÍ‡Á‡Ì Ì‡
ÙË„. 1 Ë 2. É‡ÙËÍË ÙË„. 1 ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÔË ÌÛÎÂ‚˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl (pi = 0 ‰Îfl
‚ÒÂı i), ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓÏÛ ‰ËÒÍÂÚÌÓÏÛ ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ÒÔÎ‡ÈÌÛ (ÙË„. 1· – Û‚Â-
ÎË˜ÂÌËÂ ÎÂ‚Ó„Ó ÌËÊÌÂ„Ó Û„Î‡). É‡ÙËÍ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÒÔÎ‡ÈÌ‡ Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË Ì‡ÚflÊÂÌËfl p0 = p1 = 300, pi = 15, i = 2, …, 7, ÔÓÍ‡Á‡Ì Ì‡ ÙË„. 2. é˜Â‚Ë‰ÂÌ
˝ÙÙÂÍÚ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ì‡ÚflÊÂÌËfl. 

ÇÓ ‚ÚÓÓÏ ÔËÏÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‰‡ÌÌ˚Â ËÁ [19]:

ÑÎfl ˝ÚËı ÌÂ‡‚ÌÓÓÚÒÚÓfl˘Ëı ‰‡ÌÌ˚ı ÒÚÓËÎÒfl ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚È ‰ËÒÍÂÚÌ˚È „ËÔÂ·ÓÎË˜Â-
ÒÍËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ Ò 20 ÛÁÎ‡ÏË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÂÚÍË Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ÔÓ‰ÓÚÂÁÍÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË Á‡‰‡ÌËfl ‰‡Ì-
Ì˚ı. ä‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ·‡ÎËÒ¸ ÓÔflÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â m0 = mN + 1 = 0. ç‡ ÙË„. 3 ÔÓÍ‡Á‡Ì „‡ÙËÍ ËÌÚÂÔÓÎfl-
ˆËÓÌÌÓ„Ó ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÔÎ‡ÈÌ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ÔË pi = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı i. á‡ÏÂÚÌÓ Ì‡Û¯Â-
ÌËÂ ÔËÒÛ˘Ëı ËÒıÓ‰Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË. ç‡ ÙË„. 3· ÔÓÍ‡Á‡Ì
ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚È ‰ËÒÍÂÚÌ˚È „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ ÔË p5 = p6 = p8 = 10 Ë pi = 0, ÍÓÚÓ˚È
‰Îfl ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ i ‡‰ÂÍ‚‡ÚÌÓ ‚ÓÒÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ ÙÓÏÛ ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. 

Ä‚ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚ ÔËÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÂˆÂÌÁÂÌÚÛ Á‡ ÔÓÎÂÁÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl, ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡‚¯ËÂ
ÛÎÛ˜¯ÂÌË˛ ËÁÎÓÊÂÌËfl. 
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